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Aufgabe 43 (4 Punkte)
Es sei f : M → R stetig auf M = [a, b]× [a, b] ⊂ R2 mit a < b.

(a) Berechne
d

dy

∫ y

a

(
∫ y

t
f(x, t) dx

)

dt für y ∈ [a, b].

(b) Zeige, dass
∫ b

a

(
∫ x

a
f(x, t) dt

)

dx =
∫ b

a

(
∫ b

t
f(x, t) dx

)

dt. Skizziere die „iterierten

Integrationsbereiche“ im R2.

Aufgabe 44 (8 Punkte)
(a) Berechne die Ableitung von f(x, y) = 1− x2− y2 und skizziere den Graphen von f

sowie die Vektoren (grad f(x0, y0))T ,
(

1
0

fx(x0,y0)

)

und
(

0
1

fy(x0,y0)

)

für ( x0

y0
) = ( 2

1 ).

(b) Berechne die Ableitung von F (x, y) = 9x2 + 4y2− 8y− 32 und skizziere die Punkt-
menge M = {( xy ) ∈ R2 |F (x, y) = 0} sowie den Vektor (gradF (x0, y0))T für
( x0

y0

)

=
(

−
√

2
1−3/

√
2

)

∈M .

(c) Berechne die Ableitung von x(t) =
(

2 cos t
1−3 sin t

)

und skizziere die Kurve x(t) sowie den
Ableitungsvektor ẋ(t0) für t0 = 3π/4.

(d) Berechne die Ableitung von x(r, ψ, ϕ) =
(

r sinψ cosϕ
r sinψ sinϕ
r cosψ

)

und skizziere die Punktmenge

M = {x(r, ψ, ϕ) | r ∈ [0, 1], ψ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]} sowie die Vektoren xr, xψ und xϕ

im Punkte
(

r0

ψ0

ϕ0

)

=
(

1
π/2
π/2

)

. Berechne zusätzlich det(x′(r, ψ, ϕ)).

Aufgabe 45 (6 Punkte)
Es seien M ⊂ Rn offen und f : M → R differenzierbar in x0 ∈M .

(a) Zeige: Für alle v ∈ Rn mit |v| = 1 existiert die Richtungsableitung ∂f
∂v (x0), und es

gilt ∂f
∂v (x0) = grad f(x0) · v.

(b) Für welches v ∈ Rn mit |v| = 1 ist ∂f
∂v (x0) maximal bzw. minimal?

Hinweis: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

(c) Es sei nun M = R3 und f(x, y, z) = x2 + zey.



(i) Berechne ∂f
∂v (1, 0, 1) für v = 1√

6

(

1
2
−1

)

.

(ii) Für welches v ∈ Rn mit |v| = 1 ist ∂f
∂v (1, 0, 1) maximal?

Aufgabe 46 (4 Punkte)
Berechne alle stationären Punkte folgender Funktionen aus M :

(a) f(x, y) = sin x+ sin y + sin(x+ y), M = (0, π)× (0, π).

(b) f(x, y, z) = 4yz − y2 − cosx+ 6z − 5z2, M = R3.
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